
Übungen zu Analysis 2, 1. Übung

1. Man berechne die Ableitung folgender Funktionen auf R+ mit α ∈ R:

xα, xx, (xx)x, xxx

, ln(x + cos2(
1
x2

)).

2. Berechnen Sie (n ∈ N)

lim
x→0

1
xn

e−
1

x2 , lim
x→+∞

x ln x

x2 − 1
, lim
x→0

1− cosnx

sin(n2x2)
.

3. Sei f : (a, b) → R so, dass f (n)(x) = 0, x ∈ (a, b) für ein hinreichend
großes n ∈ N. Man beweise, dass f dann ein Polynom ist.

4. Man zeige, dass ln(1 − x) = −∑∞
n=1

xn

n , |x| < 1 zum einen, indem man
für −1 < x ≤ 0 zeigt, dass das Taylorsche Restglied Rn(x) gegen strebt 0,
wenn n →∞, und zum anderen, indem sie beide Seiten der zu beweisenden
Gleichung ableiten.

5. Man zeige, dass (α ∈ R)

(1 + x)α = 1 +
∞∑

n=1

(
α

n

)
xn

für |x| < 1.

6. Die Funktion tan x ist für alle x ∈ R\ (π
2 +πZ) definiert als sin x

cos x . Man be-
rechne die erste und die zweite Ableitung dieser Funktion. Weiters bestim-
me man die Nullstellen der Funktion, und zeige, dass sie streng monoton
wachsend ist. Skizze!

Schließlich beweise man, dass tan das Intervall (−π
2 , π

2 ) bijektiv auf R
abbildet, und berechne man die Ableitung der Umkehrfunktion.

Diese Umkehrfunktion bildet dann R bijektiv auf (−π
2 , π

2 ) ab, und heißt
arctan (Arcustangens).

7. Die Exponentialfunktion hat eine in der Theorie der Differentialgleichun-
gen wichtige Eigenschaft: (eax)′ = aeax.

Nun sei f : (a, b) → R eine differenzierbare Funktion, die f ′(x) = af(x)
erfüllt. Man zeige: f(x) = ceax für eine reelle Konstante c.

Hinweis: Leiten Sie f(x)e−ax ab!

8. Für welchen Punkt (a, b) ∈ R2 im ersten Quadranten (⇔ a, b > 0) auf
der Parabel y = 4 − x2 besitzt das Dreieck, das von der Tangente in
(a, b) an die Parabel und den Koordinatenachsen begrenzt wird, minimalen
Flächeninhalt?



9. Führen Sie bei den Funktionen f1(x) = x2e−
1

x2 mit f2(0) = 0 und f2(x) =
x3 − 48

x , x 6= 0 je eine Kurvendiskussion durch.

Bestimmen Sie also Nullstellen, lokale (globale Extrema), wo ist die Funk-
tion (streng) monoton wachsend bzw. fallend, Wendpunkte, also Stellen,
wo die zweite Ableitung der Funktion lokal ihr Vorzeichen wechselt, also
Punkte x mit

∃δ > 0 : (∀t ∈ (x, x + δ) : f ′′(t) > 0) ∧ (∀t ∈ (x− δ, x) : f ′′(t) < 0)

oder

∃δ > 0 : (∀t ∈ (x, x + δ) : f ′′(t) < 0) ∧ (∀t ∈ (x− δ, x) : f ′′(t) > 0).

10. Zeigen Sie, dass die Funktion

f(x) =

{
e−

1
x2 , x 6= 0

0, x ≤ 0

auf ganz R unendlich oft differenzierbar ist, und dass alle Ableitungen
links von der Null identisch verschwinden.

Basteln Sie aus dieser Funktion eine Funktion g : R → R+ ∪ {0}, die
auch unendlich oft differenzierbar ist, die außerhalb von [−1, 1] identisch
verschwindet, und die bei 0 den Wert 1 annimmt.


