
Übungen zu Analysis 2, 2. Übung

1. Bekanntlicherweis ist sin x als Potenzreihe
∑∞

n=0 anxn entwickelbar. Man verwen-
de das Taylorsche Restglied um folgende Fragestellung zu beantworten:

Wie groß muss man n wählen, sodass die Differenz des n-ten Taylorpolynomes
von sin x zur Funktion sin x auf [−3, 3] höchstens 10−6 beträgt?

2. Die Funktion sin bildet bekanntlicherweise [− π2 , π2 ] bijektiv auf [−1, 1] ab. Man
berechne die Ableitung der Umkehrfunktion arcsin : [−1, 1]→ [− π2 , π2 ].

Entsprechend berechne man die Ableitung der Umkehrfunktion arccos :
[−1, 1]→ [0, π] der Funktion cos : [0, π]→ [−1, 1].

3. Man zeige, dass sinh : R → R und tanh : R → R, tanh x = sinh x
cosh x bijektiv und

streng monoton wachsend sind. Skizze!

Weiters berechne man die Ableitung der entsprechenden Umkehrfunktionen
arsinh und artanh.

4. Man verwende den Ableschen Grenzwertsatz (am Ende mit Beweis ausgeführt)
um ∞∑

k=1

(−1)k+1

k

zu berechnen.

5. Gehe ähnlich wie in Beispiel 4 der ersten Übung vor, um die Taylorreihe zur
Funktion arctan mit Anschlussstelle x0 = 0 herzuleiten. Man zeige damit und
dem Ableschen Grenzwertsatz dann auch, dass

∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1
=
π

4
.

6. Man betrachte die Funktion f (x) = x3+1 : [0, 1]→ [0, 1]. Wählen Sie n+1 äqui-
distante Stützstellen, und berechnen Sie zur entsprechenden Zerlegung Zn von
[0, 1] die Ober- und die Untersummen, sowie limn→∞ O(Zn), limn→∞ U(Zn).

Man begründe nun mit Hilfe von Gleichung (8.4) aus dem Skriptum, warum
daraus die Integrierbarkeit von f folgt.

Hinweis: 4
∑n

k=1 k3 = n2(n + 1)2.

7. Berechnen Sie das Integral aus dem letzten Beispiel mit Hilfe von Riemannschen
Zwischensummen mit n + 1 äquidistanten Stützstellen, und Zwischenstellen an
den Intervallmittelpunkten.

8. Eine reellwertige Funktion f , die auf einem Intervall I definiert ist, heißt konvex,
wenn sie für beliebige Punkte x1, x2 ∈ I und beliebige λ ∈ [0, 1] immer folgende
Ungleichung erfüllt:

f (λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λ f (x1) + (1 − λ) f (x2).

Beweisen Sie, dass diese Bedingung zur folgenden äquivalent ist:



Für alle Punkte x1, x2, x ∈ I mit x1 < x < x2 gilt:

f (x) ≤ x2 − x
x2 − x1

f (x1) +
x − x1

x2 − x1
f (x2).

Weiters zeigen Sie, dass diese Gleichung wiederum äquivalent zur folgenden ist:

f (x) − f (x1)
x − x1

≤ f (x2) − f (x)
x2 − x

.

Was bedeutet die Bedingung konvex zu sein geometrisch? Bemerkung: Eine
Funktion f heißt konkav, wenn − f konvex ist.

9. Sei nun f eine reellwertige stetige Funktion, die auf einem Intervall I definiert
ist und die im Inneren von I ein endlich Ableitung besitzt. Man beweise, dass f
genau dann konvex ist, wenn ihre Ableitung f ′ wachsend ist (x ≤ y ⇒ f ′(x) ≤
f ′(y)).

Wenn für f noch zusätzlich die zweite Ableitung im Inneren von I existiert, wie
läßt sich dann die Konvexität durch f ′′ charakterisieren?

Hinweis: Für die ⇒ Richtung verwende man die dritte Gleichung vom letzten
Beispiel. Darin lasse man dann x gegen x1 bzw. x2 gehen. Für die andere Rich-
tung verwende man den Mittelwertsatz.

10. Man beweise, dass die Funktionen f (x) = ex, g(x) = x2 auf ganz R konvex sind.
Weiters zeige man, dass ln x auf R+ konkav ist.



Der Ablescher Grenzwertsatz
0.1 Satz. Sei P(z) =

∑∞
j=0 a jz j eine Potenzreihe, R ihr Konvergenzradius mit 0 < R <

∞. Weiters sei z0 ∈ C mit |z0| = R. Ist die Zahlenreihe s :=
∑∞

j=0 a jz
j
0 konvergent, so

zeige man, dass
lim
t→1−

P(tz0) = s. (1)

Beweis. Sei |z| < R und

sn :=
n∑

j=0

a jz
j
0, s := lim

n→∞
sn.

Laut Voraussetzung existiert der Grenzwert s. Aus Lemma 3.6.4 folgt

n∑

j=0

a jz j =

n∑

j=0

(a jz
j
0)(

z
z0

) j = (
z
z0

)nsn −
n−1∑

j=0

s j((
z
z0

) j+1 − (
z
z0

) j) =

(
z
z0

)nsn + (1 − z
z0

)
n−1∑

j=0

s j(
z
z0

) j.

Wegen ( z
z0

)nsn → 0 konvergiert die Reihe auf der rechten Seite, und wir erhalten

P(z) =

∞∑

j=0

a jz j = (1 − z
z0

)
∞∑

j=0

s j(
z
z0

) j, |z| < R.

Andererseits ist folgt aus
∑∞

j=0 ζ
j = 1

1−ζ , |ζ | < 1

s = (1 − z
z0

)
∞∑

j=0

s(
z
z0

) j.

Für |z| < R und N ∈ N folgt

|P(z) − s| ≤ |1 − z
z0
|

N∑

j=0

|s − s j|( z
z0

) j + |1 − z
z0
|
∞∑

j=N+1

|s − s j|( z
z0

) j

Ist nun ε > 0 und N fest und so gross, dass |s − s j| < ε, j > N, so ist das kleiner oder
gleich

|1 − z
z0
|

N∑

j=0

|s − s j|( z
z0

) j + ε
|1 − z

z0
|

1 − | z
z0
| . (2)

Ist z = tz0, t ∈ (0, 1), so sieht man, dass es ein t0 ∈ (0, 1) gibt, sodass für t > t0 dieser
Ausdruck kleiner oder gleich 2ε ist. Da ε > 0 beliebig war, gilt (1).

q

0.2 Bemerkung. it einer etwas feiner Argumentationsweise läßt sich (1) folgenderma-
ßen verallgemeinern.

Nähert sich z nichttangentiell dem Punkt z0 an, so konvergiert P(z) gegen s. Das
bedeutet: Ist Nα, 0 < α < π der Winkelraum

Nα = {reiβ ∈ C : r > 0, β ∈ [−α, α]},



so gilt
lim

τ∈Nα, τ→0
P((1 − τ)z0) = s. (3)

Um das einzusehen, bemerke man zunächst, dass für τ = reiβ ∈ Nα mit r = |τ| ≤ cosα

|τ|
1 − |1 − τ| =

|τ|(1 + |1 − τ|)
1 − |(1 − τ)|2 ≤

2
2 cos β − r

≤ 2
2 cosα − r

≤ 2
cosα

.

Nun folgt man dem Beweis von Satz 0.1 bis (2). Dann folgt mit z = (1 − τ)z0, |τ| ≤
cosα, τ ∈ Nα

|P(z) − s| ≤ |1 − z
z0
|

N∑

j=0

|s − s j|( z
z0

) j + ε
2

cosα
.

Für |τ| → 0 konvergiert der erste Summand gegen Null. Also gibt es ein t0 ∈ (0, cosα),
sodass |P(z) − s| ≤ ε 3

cosα , wenn nur |τ| ≤ t0, τ ∈ Nα.
Da ε beliebig war, folgt (3).


