
Übungen zu Analysis 2, 3. Übung

1. Seien a, b ∈ R, a < b und f : [a, b] → C gleichmäßig stetig. Weiters be-
zeichne R die Menge aller Riemannzerlegungen von [a, b]. Zu jedem R =

((ξ j)
n(R)
j=0 , (α j)

n(R)
j=1 ) ∈ R sei F(R) die Funktion auf [a, b] definiert durch

F(R)(x) = f (α j),

wenn x ∈ [ξ j−1, ξ j), und F(R)(b) = f (αn(R)).

Man zeige, dass dann limR∈R F(R) = f und zwar in B([a, b],C) bezüglich der
Metrik d∞.

2. Sei f eine konvexe Funktion auf einem Intervall I. Man beweise mit vollständi-
ger Induktion nach n ∈ N, n ≥ 2, dass folgende Ungleichungen gelten (Jensen-
sche Ungleichung):

Für beliebige x1, . . . , xn ∈ I und λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] mit
∑n

j=1 λ j = 1 gilt

f (
n∑

j=1

λ jx j) ≤
n∑

j=1

λ j f (x j).

Für beliebige x1, . . . , xn ∈ I und µ1, . . . , µn ∈ [0,+∞) gilt

f

∑n

j=1 µ jx j∑n
j=1 µ j

 ≤
∑n

j=1 µ j f (x j)∑n
j=1 µ j

.

Man zeige damit: Für n ∈ N, n ≥ 2 und a1, . . . , an, λ1, . . . , λn > 0 mit
∑n

j=1 λ j = 1
gilt

aλ1
1 aλ2

2 . . . aλn
n ≤ a1λ1 + a2λ2 + · · · + anλn.

Hinweis: Wenden obige Tatsache auf ex an!

3. Sei α ≥ 0, und Iα sei definiert als

Iα =

∫ π
2

0
sinα x dx.

Man finde durch partielle Integration eine Relation zwischen Iα und Iα+2. Man
zeige mit Hilfe dieser Rekursionsformel daß für k ∈ N folgende zwei Formeln
gelten:

I2k =
2k − 1

2k
· 2k − 3

2k − 2
· · · · · 3

4
· 1

2
· π

2
,

I2k+1 =
2k

2k + 1
· 2k − 2

2k − 1
· · · · · 4

5
· 2

3
.

4. Für x ∈ [0, π2 ] und k ∈ N zeige man

sin2k+1 x ≤ sin2k x ≤ sin2k−1 x.

Daraus und aus der vorigen Nummer leite man folgende Ungleichungen her:

2 · 4 · · · · · (2k)
3 · 5 · · · · · (2k + 1)

≤ 1 · 3 · · · · · (2k − 1) · π
2 · 4 · · · · · (2k) · 2 ≤ 2 · 4 · · · · · (2k − 2)

3 · 5 · · · · · (2k − 1)
.



Nun forme man diese Ungleichung so um, sodass in der Mitte nur noch π
2 steht,

und man leite daraus die Wallische Produktformel her:

π

2
= lim

n→∞
22 · 42 · · · · · (2k)2

32 · 52 · · · · · (2k − 1)2 ·
1
2k
.

5. Sei f (x) eine auf ganz R definierte Funktion. Wir nehmen an, dass f (x) stetig
und 1-periodisch ist. Das bedeutet: f (x) = f (x + 1) für alle x ∈ R. Man zeige,
dass f (x) auf R beschränkt ist. Weiters beweise man, daß für beliebiges α ∈ R
folgende Gleichheit gilt:

∫ 1

0
f (x)dx =

∫ α+1

α

f (x)dx.

6. Man berechne folgende Integrale:

∫ 9

5

x3

4x − 1
dx,

∫ −2

−3

1
x2 − 1

dx.

7. Man berechne die Stammfunktion von xα auf (0,∞), wenn α ∈ R, und von ax,
wobei a ∈ R, a > 0. Weiters bestimme man das unbestimmte Integral

∫
(x3 + x2 − 1)e2x−4dx.

8. Man berechne durch geeignte Substitutionen folgende Integrale:

∫ 2

0

ex − 1
ex + 1

dx,
∫ 2

1

x − √x
x +
√

x
dx.

9. Man berechne die unbestimmten Integrale:
∫

1
sin x

dx,
∫

1
sin2 x cos4 x

dx.

Hinweis: Man ziehe die Tafel von Grundintegralen auf der Homepage zu rate!

10. Sei f (x) auf [0, n] stetig differenzierbar. Man zeige durch eine Zerlegung von∫ n
0 in

∑n
j=1

∫ j
j−1 und unter Verwendung der partiellen Integration, dass sich die

Differenz von
∑n

k=1 f (k) und
∫ n

0 f (x)dx berechnen läßt durch

n∑

k=1

f (k) −
∫ n

0
f (x)dx =

∫ n

0
(x − [x]) f ′(x)dx.

Außerdem zeige man:

n∑

k=1

f (k) =

∫ n

0
f (x)dx +

f (0) + f (n)
2

+

∫ n

0
(x − [x] − 1

2
) f ′(x)dx.


