
Übungen zu Analysis 2, 4. Übung

1. Man berechne (r > 0):
∫

1√
9x − 4x2

dx,
∫ √

x2 + 4x + 5

2 + x +
√

x2 + 4x + 5
dx.

Hinweis: Man ziehe die Tafel von Grundintegralen auf der Homepage zu rate!

2. Man berechne mit Hilfe eines Riemannintegrals den Flächeninhalt eines Kreises
mit dem Radius r > 0.

Weiters berechne den Flächeninhalt folgender Teilmenge der Ebene:

{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1, y ≥ x2}.

3. Überprüfe, ob folgende Integrale absolut konvergieren:
∫ ∞

0

ln x
1 + x2 dx,

∫ π
2

0

1
3√x sin x

dx.

4. Man berechne (a > 0, b ∈ R, w = −a + ib):
∫ ∞

0
ewt dt

sowie ∫ ∞

0
e−at cos bt dt,

∫ ∞

0
e−at sin bt dt.

5. Man wende Beispiel 10 des 3.Übungsblattes an, um zu zeigen, dass der der Li-
mes

γ := lim
n→∞


n∑

k=1

1
k
− ln n



existiert. Die Zahl γ wird Euler-Mascaronische Konstante genannt; ihr un-
gefährer Wert ist 0, 577215....

6. Sei f (x) auf [0, n] zweimal stetig differenzierbar. Man zeige, dass sich die Diffe-
renz von

∑n
k=1 f (k) und

∫ n
0 f (x)dx berechnen läßt durch

n∑

k=1

f (k) −
∫ n

0
f (x)dx =

f (n) − f (0)
2

−
∫ n

0
φ(x) f ′′(x)dx,

wobei φ(x) =
(x−[x])2−(x−[x])

2 .

7. Man wende voriges Beispiel auf f (x) = ln(x + 1) an, und zeige, dass das unei-
gentliche Integral

a :=
∫ ∞

0
φ(x) f ′′(x)dx + 1

existiert. Man zeige weiters, dass

a = lim
n→∞

ln((n + 1)!) − (n +
3
2

) ln(n + 1) + n + 1 = lim
n→∞

ln(n!) − (n +
1
2

) ln n + n



8. Man zeige, dass für den Grenzwert a aus dem letzten Beispiel

ea = lim
n→∞

n!en

nn
√

n

gilt. Man setze b := ea, und zeige weiters, dass b =
√

2π.

Hinweis: Man zeige mit Hilfe des Wallischen Produkts

lim
n→∞

b2n

b2
n

=
1√
2π
,

wobei bn = n!en

nn
√

n . Man verwende dabei auch die Tatsache, dass

(
2k
k

)

22k =
1 · 3 . . . (2k − 1)

2 · 4 . . . (2k)
,

wie im 1. Semester in einem Beispiel gezeigt wurde.

Bemerkung: Als Resultat dieses Beispiels erhält man die Stirlingsche Formel:

lim
n→∞

n!en

nn
√

2πn
= 1.

Daher: Es gilt die assymptotische Gleichung n! � nne−n
√

2πn.

9. Für x ∈ (0,+∞) zeige man, dass folgendes uneigentliche Integral absolut kon-
vergiert:

Γ(x) :=
∫ ∞

0
e−ttx−1 dt.

10. Man zeige, dass für x > 0, n ∈ N:

Γ(x + 1) = xΓ(x), Γ(n) = n!.


