
Übungen zu Analysis 2, 5. Übung

1. Für x ∈ (0,+∞) zeige man, dass folgendes uneigentliche Integral absolut kon-
vergiert:

gk(x) :=
∫ ∞

0
e−t(ln t)ktx−1 dt.

Weiters zeige man, dass die gk stetig sind, dass
∫ y

1 gk(t)dt = gk−1(y) − gk−1(1),
und dass daher gk die k-te Ableitung der Gammafunktion ist.

Hinweis: Sei [a, b] ⊆ (0,+∞) beliebig. Man zeige, dass (α ∈ (1,+∞), x ∈ [a, b])
F(α, x) :=

∫ α
1
α

e−t(ln t)ktx−1 dt gleichmäßig auf [a, b] konvergiert, wenn α→ +∞.

Dazu zeige man, dass |e−t(ln t)ktx−1| ≤ K1t
3
4 a−1, t ∈ (0, 1] und |e−t(ln t)ktx−1| ≤

K2
1
t2 , t ∈ (1,+∞) mit irgendwelchen Konstanten K1,K2.

2. In den letzten beiden Beispiel des vorigen Blattes und im ersten dieses Blattes
sei x nun nicht nur in (0,+∞), sondern allgemeiner in {z ∈ C : Re z > 0}. Man
zeige, dass dann Γ(x) ebenfalls konvergiert, und zwar in C, dass diese Funktion
stetig auf ganz C ist, und dass Γ(z + 1) = zΓ(z) gilt.

Schließlich stelle man Re Γ(z) und Im Γ(z) getrennt dar.

3. Man berechne Γ( 1
2 )!

4. Man beweise die Höldersche Ungleichung mit Hilfe des Beispiel 2 aus der dritten
Übung:

Sei p ∈ R, p > 1 und sei q =
p

p−1 . Weiters seien a j, b j ∈ [0,+∞), j = 1, . . . , n.
Dann gilt

n∑

j=1

a jb j ≤


n∑

j=1

ap
j



1
p


n∑

j=1

bq
j



1
q

.

Hinweis: Man beweise Die Ungleichung zuerst unter der zusätzlichen Voraus-
setzung, dass b j > 0, j = 1, . . . , n. Dazu wende man das erwähntes Beispiel auf
die Funktion xp und I = [0,+∞) an, und setze µ j = bq

j sowie x j =
a j

bq−1
j

.

5. Für p ≥ 1 sei ‖.‖p : Rn → R definiert durch

‖(x j)n
j=1‖p := p

√√ n∑

j=1

|x j|p.

Man zeige, dass ‖.‖p eine Norm ist.

Hinweis: Es gilt
∑

j |x j + y j|p ≤ ∑
j |x j||x j + y j|p−1 +

∑
j |y j||x j + y j|p−1. Nun wende

man die Höldersche Ungleichung an, .....

6. Man zeige, dass alle Normen ‖.‖p, p ∈ [1∞] auf Rn äquivalent sind. Man zeige
insbesondere, dass (1 ≤ p < q < ∞)

‖x‖∞ ≤ ‖x‖q ≤ ‖x‖p ≤ n‖x‖∞
Hinweis: Man verwende, dass aus 0 < p < q und λ ∈ [0, 1] folgt, dass λq ≤ λp.



7. Wo ist die Funktion f : R2 → R3 stetig und warum bzw. warum nicht?

f (u, v) =


e−u

ev

sin(uv)



8. Wo ist die Funktion f : R2 → R stetig und warum bzw. warum nicht?

f (x, y) =
xy2

x2 + y4 , (x, y) , (0, 0), f (0, 0) = 0.

9. Man zeige, dass (c, ‖.‖∞) ein Banachraum ist. Dabei ist c die Menge aller kom-
plexwertigen Folgen (zn)n∈N, die konvergieren.

10. Sei M eine Menge und B(M,R) der Banachraum aller beschränkten, reellwerti-
gen Funktionen auf M versehen mit der Norm ‖ f ‖∞.

Seien t1, . . . , tn ∈ I. Man zeige, dass die Abbildung T : B(M,R) → Rn definiert
durch

T ( f ) =



f (t1)
...

f (tn)



linear und beschränkt ist.


