Ubungen zu Analysis 2, 5. Ubung

. Fiir x € (0, +c0) zeige man, dass folgendes uneigentliche Integral absolut kon-
vergiert:

gk(x) = f e '(Inpfr dr.
0

Weiters zeige man, dass die g; stetig sind, dass fly gr(dt = gr1(y) — gre-1(1),
und dass daher g; die k-te Ableitung der Gammafunktion ist.

Hinweis: Sei [a, b] C (0, +0) beliebig. Man zeige, dass (« € (1, +0), x € [a, D])
F(a,x) := ff e '(n ket dr gleichmiBig auf [a, b] konvergiert, wenn @ — +o0.

Dazu zeige man, dass e~/(In)*+*7!| < K137l t € (0,1] und |e'(In £y e51| <
thlz, t € (1, +00) mit irgendwelchen Konstanten K, K.

. In den letzten beiden Beispiel des vorigen Blattes und im ersten dieses Blattes
sei x nun nicht nur in (0, +00), sondern allgemeiner in {z € C : Rez > 0}. Man
zeige, dass dann I'(x) ebenfalls konvergiert, und zwar in C, dass diese Funktion
stetig auf ganz C ist, und dass I'(z + 1) = z['(z) gilt.

SchlieBlich stelle man Re I'(z) und ImI'(z) getrennt dar.
. Man berechne I'(})!

. Man beweise die Holdersche Ungleichung mit Hilfe des Beispiel 2 aus der dritten
Ubung:

SeipeR, p>1lundseiqg= 1%' Weiters seien aj, bj € [0,+00), j=1,...,n.
Dann gilt
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Hinweis: Man beweise Die Ungleichung zuerst unter der zusétzlichen Voraus-
setzung, dass b; > 0, j = 1,...,n. Dazu wende man das erwihntes Beispiel auf

die Funktion x” und I = [0, +0) an, und setze y; = b? sowie x;j = b‘;—f,.

i

. Fiir p > 1 sei |||, : R" — R definiert durch

n
el = {| D e
J=1

Man zeige, dass ||.||, eine Norm ist.

Hinweis: Es gilt 3 ; |x; + ;17 < X [xjllx; +yj|f"l + 2 Iyjllx; +yj|""1 . Nun wende
man die Holdersche Ungleichung an, .....

. Man zeige, dass alle Normen ||.||,, p € [loo] auf R" dquivalent sind. Man zeige
insbesondere, dass (1 < p < g < )

lIxlleo < llxllg < [lxll, < nllxlloo

Hinweis: Man verwende, dass aus 0 < p < g und 4 € [0, 1] folgt, dass 17 < A7,



10.

. Wo ist die Funktion f : R> — R3 stetig und warum bzw. warum nicht?

e*[l
flu,v) = ( e’ ]
sin(uv)

. Wo ist die Funktion f : R> — R stetig und warum bzw. warum nicht?
xy?
f(-x’y) = I (X,)’) # (0’ 0)9 f(o’ O) =0.
X2 +y

Man zeige, dass (c, ||.||~) ein Banachraum ist. Dabei ist ¢ die Menge aller kom-
plexwertigen Folgen (z,,),en, die konvergieren.

Sei M eine Menge und B(M, R) der Banachraum aller beschriankten, reellwerti-
gen Funktionen auf M versehen mit der Norm || f1]c.

Seien t1,...,t, € I. Man zeige, dass die Abbildung T : B(M,R) — R”" definiert
durch
f)

T(f)=| :
f(tn)

linear und beschrinkt ist.



