
Übungen zu Analysis 2, 6. Übung

1. Man betrachte den normierten Raum (Rn×n, ‖.‖∞), und zeige, dass die Funktion
A 7→ det(A) stetig auf Rn×n ist.

Weiters betrachte man GL(n,R) = {A ∈ Rn×n : A ist regulär} als Teilmenge vom
Rn×n, und zeige mit Hilfe der Cramerschen Regel, dass A 7→ A−1 eine stetige
Abbildung von GL(n,R) auf sich ist.

2. Seien Rn und Rm jeweils versehen mit der euklidischen Norm ‖.‖2 (im Gegensetz
zur ‖.‖∞-Norm im Skriptum S. 37 Beispiel (iv)) und sei ‖.‖ die dazugehörige
Abbildungsnorm auf L(Rn,Rm). Identifiziert man L(Rn,Rm) mit Rm×n, so zeige
man, dass ‖.‖ auf Rm×n äquivalent zu ‖.‖∞ ist.

Hinweis: Man verwende, dass ‖.‖2 auf Rn und Rm zu ‖.‖∞ äquivalent ist.

3. Sei D = diag(λ1, . . . , λn) eine Diagonalmatrix imRn×n. Man bereche ‖D‖2, ‖D‖∞,
wenn man D als Element vom Rn×n betrachtet.

Weiters berechne man die Abbildungsnorm von D als Element von L(Rn,Rn),
wenn man Rn einmal mit der ‖.‖2-Norm und dann mit der ‖.‖∞-Norm versieht.

4. Man betrachte den Vektorraum l∞ aller beschränkten, komplexwertigen Folgen
versehen mit der Norm ‖.‖∞; also ‖(zn)n∈N‖∞ = supn∈N |zn|.
Weiters sei A : l∞ → l∞ definiert durch

A((zn)n∈N) = (
1
n

zn)n∈N.

Man zeige, dass A linear, beschränkt, injektiv, aber nicht surjektiv ist.

5. Für p ≥ 1 sei lp die Menge aller komplexwertigen Folgen (zn)n∈N, die∑∞
n=1 |zn|p < +∞ erfüllen. Man zeige, dass lp mit der gliedweisen Addition und

skalaren Multiplikation ein Vektorraum ist, und dass ‖(zn)n∈N‖p := p
√∑∞

n=1 |zn|p
eine Norm auf lp ist.

Bemerkung: (lp, ‖.‖p) ist sogar ein Banachraum.

Ist nämlich ((zk
n)n∈N)k∈N eine Cauchy-Folge in lp, so ist für ein festes j ∈ Nwegen

|zk
j − zk

j | ≤ ‖(zk
n)n∈N − (zl

n)n∈N‖p auch jede Komponentenfolgen (zk
j)k∈N Cauchy-

Folge und somit konvergent gegen ein z j ∈ C konvergiert.

Es bleibt (zn)n∈N ∈ lp und ‖(zk
n)n∈N − (zn)n∈N‖p → 0 zu zeigen. Dazu sei ε > 0 und

N ∈ N beliebig und k0 so, dass k, l ≥ k0 ⇒ ‖(zk
n)n∈N − (zl

n)n∈N‖p ≤ ε. Wegen

p

√√√ N∑

n=1

|zk
n − zl

n|p ≤ ‖(zk
n)n∈N − (zl

n)n∈N‖p ≤ ε

folgt für l → ∞, dass mit beliebigen N ∈ N p
√∑N

n=1 |zk
n − zn|p ≤ ε und wegen der

Dreiecksungleichung p
√∑N

n=1 |zn|p ≤ ε + ‖(zk
n)n∈N‖p.

Mit N → ∞ folgt aus letzerer Tatsache, dass (zn)n∈N ∈ lp, und aus der vorletzten
Ungleichung ‖(zk

n)n∈N − (zn)n∈N‖p ≤ ε und zwar für alle k ≥ k0.



6. Sei zn, n ∈ N eine Folge von Zahlen. Dann heißt, ähnlich wie bei Reihen,
∏∞

j=1 z j

konvergent, falls die Folge PN :=
∏N

j=1 z j für N → ∞ konvergiert.

Man zeige: Ist x j ∈ [0, 1), j ∈ N, so konvergiert
∏∞

j=1(1 − x j) gegen eine Zahl
> 0 genau dann, wenn

∑∞
j=1 − ln(1 − x j) konvergiert und das ist wiederum genau

dann der Fall, wenn
∑∞

j=1 x j konvergiert.

7. Zeigen Sie: Sind z1, . . . , zN ∈ C, so gilt

N∏

j=1

(1 + |z j|) ≤ exp(
N∑

j=1

|z j|)

und

|
N∏

j=1

(1 + z j) − 1| ≤
N∏

j=1

(1 + |z j|) − 1.

Hinweis für die zweite Ungleichung: Vollständige Induktion


