
Übungen zu Analysis 2, 7. Übung

1. Seien T, A ∈ Rn×n, und sei T invertierbar. Man zeige, dass T−1eAT = eT−1AT .
Weiters berechne man eA, wenn A eine Diagonalmatrix ist und wenn

A =

(
0 1
0 0

)
.

2. Man betrachte die Funktion f : R2 → R, f (x, y) = x2y sin xy. Berechne alle
partielle Ableitungen sowie d f (~x), ~x ∈ R2. Schließlich berechne man die Rich-
tungsableitung ∂ f

∂~v (~x) für ~v = (1, 1)T und (1,−1)T .

3. Man betrachte die Funktion f : R+ × R→ R2:

f (r, ϕ) =

(
r cosϕ
r sinϕ

)
,

Berechne alle partiellen Ableitungen sowie d f (~x) und det d f (~x), ~x ∈ R2.

4. Man betrachte die Funktion g : R2 \ {(x, 0) : x ≤ 0} → R+ × (−π, π):

g(x, y) =

( √
x2 + y2

arg(x + iy)

)
,

wobei das Argument arg(x+iy) ∈ (−π, π) so definiert ist, dass f (
√

x2 + y2, arg(x+

iy)) = (x, y)T .

Berechne alle partiellen Ableitungen sowie dg(~x) und det dg(~x), ~x ∈ R2.

5. Man betrachte die Funktion aus Beispiel 9.1.7 im Skriptum und zeige, dass in
(0, 0) alle partiellen Ableitungen existieren, sie aber in (0, 0) nicht differenzierbar
ist.

6. Funktionen f : D → C � R2, D ⊆ C � R2, die stetig differenzierbar sind, und
die zusätzlich die sogenannten Riemannschen Differentialgleichungen

∂u
∂x

(x, y) =
∂v
∂y

(x, y),
∂u
∂y

(x, y) = −∂v
∂x

(x, y),

wobei u(x, y) = Re f (x + iy) und v(x, y) = Im f (x + iy), erfüllen, nennt man
analytisch bzw. holomorph.

Man zeige, dass z 7→ exp(z), z 7→ z analytisch auf D = C und z 7→ 1
z analytisch

auf D = C \ {0} sind.

7. Man zeige, dass f : D → C, D ⊆ C genau dann analytisch ist, wenn es eine
stetige Funktion g : D→ C gibt, sodass (w, z ∈ C)

f (w + z) = f (w) + g(w)z + |z|ε(z)

mit ε(z) → 0, z → 0. Das gilt wiederum genau dann, wenn der Limes
limζ→w

f (ζ)− f (w)
ζ−w für alle w existiert und stetig von w abhängt.



Hinweis: BetrachteC als 2 dimensionaler Vektorraum überR. Man zeige: Ist eine
R-lineare Abbildung A : C→ C mit A = (ai j)i, j=1,2, so gilt a11 = a22, a21 = −a12
genau dann, wenn es ein festes w ∈ C gibt, sodass (x + iy ∈ C)

(
Re zw
Imzw

)
= A

(
x
y

)
,

also sodass bei der Identifizierung einer komplexen Zahl mit zwei-Vektoren die
Abbildung A nichts anderes ist, als die Multiplikation mit w. Wende diese Tatsa-
che auf d f (x, y) an.

8. Seien f , g : D → C analytisch und λ ∈ C. Man zeige: z 7→ λ, z 7→ f (z) + g(z),
z 7→ f (z)g(z), z 7→ λ f (z) sind alle analytisch.

Bemerkung: Daraus folgt unmittelbar, dass komplexe Polynome alle analytisch
sind.

9. Sei M eine Menge und fn : M → C, sodass
∑∞

n=1 fn(m) absolut und gleichmäßig
auf M konvergiert. Man zeige, dass dann auch

f (m) :=
∞∏

n=1

(1 + fn(m))

gleichmäßig auf M konvergiert. Weiters zeige man, dass f (m) = 0 ⇔ ∃n ∈ N :
1 + fn(m) = 0.

Hinweis: Cauchykriterium und Beispiel 7 vom 6. Blatt.

10. Man zeige, dass f (z) = z
∏∞

k=1(1 − z2

k2 ) gleichmäßig auf jeder beliebigen Kugel
KR(0) ⊆ C konvergiert. Man bestimme die Nullstellen von f und zeige, dass
f (z + 1) = − f (z).

Bemerkung: Man kann zeigen, dass f (z) = sin πz.


