Ubungen zu Analysis 2, 7. Ubung

. . . . . _ —1
. Seien T,A € R™", und sei T invertierbar. Man zeige, dass T~'eAT = e AT,

Weiters berechne man e, wenn A eine Diagonalmatrix ist und wenn
0 1
A= .
0 0

. Man betrachte die Funktion f : R> — R, f(x,y) = x’ysinxy. Berechne alle
partielle Ableitungen sowie df(¥), ¥ € R2. SchlieBlich berechne man die Rich-
tungsableitung %()E') fiir ¥ = (1, )T und (1, -1)7.

. Man betrachte die Funktion f : R* x R — R*:

f(re) = (“"S 9"),

rsing
Berechne alle partiellen Ableitungen sowie d () und detd f(¥), ¥ € R>.
. Man betrachte die Funktion g : RZ\ {(x,0) : x <0} = R* X (-7, 7):

ﬂ&y):(“x2+y2y

arg(x + iy)

wobei das Argument arg(x+iy) € (—m, ) so definiert ist, dass f( /x2 + y2, arg(x+
iy) = (x, )7

Berechne alle partiellen Ableitungen sowie dg(¥) und det dg(%), ¥ € R.

. Man betrachte die Funktion aus Beispiel 9.1.7 im Skriptum und zeige, dass in

(0, 0) alle partiellen Ableitungen existieren, sie aber in (0, 0) nicht differenzierbar
ist.

. Funktionen f : D — C = R?, D C C = R?, die stetig differenzierbar sind, und
die zusitzlich die sogenannten Riemannschen Differentialgleichungen

ou ov ou ov
a(x’y) = a—y(x,)’)» a_y(-x’y) = _a(x’Y),

wobei u(x,y) = Re f(x + iy) und v(x,y) = Im f(x + iy), erfiillen, nennt man
analytisch bzw. holomorph.

Man zeige, dass z — exp(z), z — z analytisch auf D = C und z % analytisch
auf D = C\ {0} sind.

. Man zeige, dass f : D — C, D € C genau dann analytisch ist, wenn es eine
stetige Funktion g : D — C gibt, sodass (w, z € C)

fw+2)= fw) + gw)z + |zle(z)

mit €(z) — 0, z — 0. Das gilt wiederum genau dann, wenn der Limes

lim;_,,, w fiir alle w existiert und stetig von w abhingt.



10.

Hinweis: Betrachte C als 2 dimensionaler Vektorraum iiber R. Man zeige: Ist eine
R-lineare Abbildung A : C — Cmit A = (a;;); j=1,2, 50 gilt ay; = axn, ax = —ap
genau dann, wenn es ein festes w € C gibt, sodass (x + iy € C)

i)+l
Imzw y
also sodass bei der Identifizierung einer komplexen Zahl mit zwei-Vektoren die

Abbildung A nichts anderes ist, als die Multiplikation mit w. Wende diese Tatsa-
che auf df(x,y) an.

. Seien f,g : D — C analytisch und 1 € C. Man zeige: z — 4, z — f(2) + g(2),

7 f(2)g(z), z — Af(2) sind alle analytisch.
Bemerkung: Daraus folgt unmittelbar, dass komplexe Polynome alle analytisch
sind.

Sei M eine Menge und f, : M — C, sodass ), f,(m) absolut und gleichmifig
auf M konvergiert. Man zeige, dass dann auch

Fomy = [+ fuom)
n=1

gleichmifig auf M konvergiert. Weiters zeige man, dass f(m) =0 & dn e N :
1+ f,(m) =0.

Hinweis: Cauchykriterium und Beispiel 7 vom 6. Blatt.

Man zeige, dass f(z) = z ][], (1 - z—z) gleichmiBig auf jeder beliebigen Kugel
Kz(0) € C konvergiert. Man bestimme die Nullstellen von f und zeige, dass
f@+ 1) =-f().

Bemerkung: Man kann zeigen, dass f(z) = sinnz.



