
Übungen zu Analysis 2, 8. Übung

1. Seien ε > 0, 0 < a ≤ 1 − ε und M = [0, 1 − ε]. Man zeige, dass die Abbildung
T : M → R definiert durch T (x) = a+x2

2 eine strikte Kontraktion ist, und dass
T (M) ⊆ M.

Was erhält man für eine Aussage aus dem Banachschen Fixpunktsatz angewandt
auf diese Situation? Vergleiche Bsp. 3 von der 6. Übung aus dem 1. Semester!

2. Man betrachte die abgeschlossene Teilmenge M := K 2
3
(1) (konstante Eins-

funktion) des Banachraums (C[0, 1
2 ], ‖.‖∞) (reellwertige Funktionen). Weiters sei

T :M→ C[0, 1
2 ] definiert durch T (h)(x) = 1 +

∫ x
0

√
h(t) dt, x ∈ [0, 1

2 ].

Man zeige, dass T (M) ⊆ M und dass für h ∈ M die Folge (T n(h))n∈N von
Funktionen inM gegen eine Funktion g konvergiert, die stetig ableitbar ist und,
die g′ =

√
g erfüllt.

3. Sei F(x, y, z) = x4 + 2x cos y + sin z. Man zeige mit Hilfe des Hauptsatzes
über implizit definierte Funktionen, dass für hinreichend kleines ε auf {(x, y, z) :
|x|, |y|, |z| < ε} die Gleichung F(x, y, z) = 0 nach z aufgelöst werden kann. Man
berechne die Lösungsfunktion z(x, y) und dz(x, y) (auf direkte Weise und mit
Hilfe des Hauptsatzes).

4. Sei

F(x, y, z) =

(
x2 + 4y2 + z2 − 5

xy − 1

)
.

Für welche (x, y, z) ist F(x, y, z) = 0 nach (y, z) auflösbar?

5. Man untersuche auf lokale Auflösbarkeit nach y: F(x, y) = (x2 +y2)2−2(x2−y2).

6. Man betrachte die Funktion Ψ : Rn+1 → R:

Ψ((b0, . . . , bn−1)T , x) = b0 + · · · + bn−1xn−1 + xn.

Man wende den Hauptsatz über implizite Funktionen an, um zu zeigen:

Hat das Polynom a0 + · · · + an−1xn−1 + xn n-verschiedene Nullstellen, so gibt es
ein δ > 0, sodass wenn |a0 − b0| < δ, . . . , |an−1 − bn−1| < δ auch das Polynom
b0 + · · · + bn−1xn−1 + xn, n verschiedene Nullstellen hat, und diese Nullstellen
hängen stetig differenzierbar von b0, . . . , bn−1 ab.

7. Man betrachte Beispiel 3. vom 7. Übungsblatt! Man zeige, dass die dortige
Funktion f um jeden Punkt des Definitionsbereiches lokal (also im Sinne des
Umkehrsatzes) invertierbar ist. Wie läßt sich so eine lokale Umkehrfunktion be-
schreiben? Man berechne die Ableitung der Umkehrfunktion!


