
Übungen zu Analysis 2, 10. Übung

1. Sei γ1 : [0, 1]→ Rn, γ2 : [1, 2]→ Rn und γ3 : [0, 2]→ Rn mit γ3(t) = γ1(t), t ∈
[0, 1) und γ3(t) = γ2(t), t ∈ [1, 2]. Es gilt nicht notwendigerweise γ1(1) = γ2(1)!
Weiters sei γ1 bei 1 stetig, und seien γ1 und γ2 rektifizierbar.

Man zeige, dass dann auch γ3 rektifizierbar ist mit `(γ3) = `(γ1)+`(γ2)+‖γ2(1)−
limt→1− γ1(t)‖2!

2. Man berechne die Länge der Wege γ : [0, 1]→ R2:

γ(t) = (t, t
3
2 ), γ(t) = (t, cosh(t)),

und gebe die zu den γ’s äquivalente Wege γ′ an, wobei der Parameter von γ die
Bogenlänge ist.

3. Man gebe eine Formel für die Länge des Weges γ : [0, π2 ] → R2 an, der durch
γ(t) = ( f (t) cos t, f (t) sin t) definiert ist, wobei f ∈ C1.

Man berechne die Bogenlänge speziell für f (t) = t (Archimedische Spirale)!

4. Man zeige, dass γ : [0, 1] → R2 mit γ(0) = 0 und γ(t) = (t, t2 cos π
t2 ), t > 0 nicht

rektifizierbar ist.

Hinweis: Berechne L(Z) fürZ = {0, 1√
n ,

1√
n−1

, . . . , 1√
2
, 1}.

5. Man betrachte den Weg im R3 mit folgender Parameterdarstellung (Schrauben-
linie):

γ(t) =


r cos t
r sin t

ht

 , t ∈ [0, 4π]

Hierbei seien r, h > 0 fest gewählt. Zeichnen Sie eine Skizze! Weiters berechne
man die Bogenlänge, und parametrisiere γ(t) nach der Bogenlänge um. Daher
schreibe γ(t) als γ(t(s)), sodass die Bogenlänge der Kurve von γ(0) bis γ(t(s))
genau s ist.

6. Man betrachte f : [a, b] → R. Ist f rektifizierbar, so sagt man in diesem Fall
(Rn = R), dass die Funktion f von beschränkter Variation ist, und setzt Vy

x( f ) :=
`( f |[x,y]), wenn a ≤ x ≤ y ≤ b.

Man zeige:

• Sind f , g von beschränkter Variation und λ ∈ R, so auch f + g und λ f ,
wobei Vy

x( f + g) ≤ Vy
x( f ) + Vy

x(g) und Vy
x(λ f ) = |λ|Vy

x( f ).

• Ist f monoton steigen, so gilt Vy
x( f ) = f (y) − f (x).

• Ist f Differenz zweier monoton steigender Funktionen, so ist f von be-
schränkter Variation.

7. Man zeige: Ist f : [a, b] → R von beschränkter Variation, so ist f die Differenz
g − h zweier monoton steigender Funktionen.

Hinweis: Setze g(t) = V t
a( f ) und zeige von h, dass es dann monoton wächst!



8. Man leite aus Lemma 3.6.4 folgendes her: Sind a1, . . . , am; b0, b1 . . . , bm ∈ R, so
gilt

m∑

n=1

an(bn − bn−1) = ambm − a1b0 −
m−1∑

n=1

(an+1 − an)bn.

9. Seien f , g : [a, b] → R (vgl. Seite 74 im Skriptum mit X = R, n = 1 und somit
L(Rn, X) = R).

Weiters seien R1 = ((ξ j)m
j=0; (α j)m

j=1) und R2 = ((η j)m+1
j=0 ; (β j)m+1

j=1 ) mit η j = α j, j =

1, . . . ,m und β1 = a, βm+1 = b, β j = ξ j−1, j = 2, . . . ,m.

Man zeige: P( f , g;R1) = f (b)g(b) − f (a)g(a) − P(g, f ;R2), wobei

P( f , g;R1) =

m∑

j=1

f (α j)(g(ξ j) − g(ξ j−1)),

P(g, f ;R2) =

m+1∑

j=1

g(β j)( f (η j) − f (η j−1)),

und leite daraus her, dass
∫ b

a f dg genau dann existiert, wenn
∫ b

a gd f existiert,
und in diesem Fall gilt:

∫ b

a
f dg = f (b)g(b) − f (a)g(a) −

∫ b

a
gd f .


