
Übungen zu Analysis 2, 11. Übung

1. Man berechne das Wegintegral
∫
γ
φ(~x) d~x, wobei γ : [0, 1]→ R2, γ(t) = (

√
t, t)T

und φ : R2 → L(R2,R) � R1×2, φ((x, y)T ) = (ex, ey).

Bemerkung: Dieses Wegintegral schreibt man auch als
∫
γ
(exdx + eydy).

2. Man berechne das Wegintegral
∫
γ
φ(~x) d~x, wobei γ : [0, 2π] → R3, γ(t) =

(sin(t), cos(t), t)T und φ : R3 → L(R3,R) � R1×3, φ((x, y, z)T ) = (x2 + 5y +

3yz, 5x + 3xz − 2, 3xy − 4z).

Bemerkung: Dieses Wegintegral schreibt man auch als
∫
γ
((x2 + 5y + 3yz)dx +

(5x + 3xz − 2)dy + (3xy − 4z)dz).

3. Ist das Vektorfeld R3 → L(R3,R) � R1×3, φ((x, y, z)T ) = (x + z, x + y + z, x + z)
ein Gradientenfeld? Falls ja, berechne man die Stammfunktion, also ein f , sodass
d f = φ!

4. Man betrachte D = R2 \ {0} und φ : D → L(R2,R) definiert durch φ((x, y)T ) =

( −y
x2+y2 ,

x
x2+y2 ).

Man berechne zunächst das Wegintegral dieser Funktion über den in positiver
Richtung durchlaufenen Einheitskreis (γ = (cos t, sin t)T , 0 ≤ t ≤ 2π)!

Nun zeige man, dass auf D die Bedingung (10.5) aus dem Skriptum erfüllt ist
und zeige, dass es auf der rechten offenen Halbebene R2 \ {(x, y)T : x ≤ 0} eine
reellwertige Funktion f ∈ C1 gibt, sodass dort d f = φ.

Kann es so eine Funktion f auf ganz D geben?

5. Sei γ : [a, b] → Rn rektifizierbar und man denke sich den Weg γ mit Masse
belegt, sodass an der Stelle t ∈ [a, b] die Dichte (Masse pro Längeneinheit) ρ(t)
ist.

Die Gesamtmasse des Weges berechnet sich durch das Riemann-Stieltjesintegral

M =

∫ b

a
ρd`,

wobei `(x) = `(γ|[a, x]) (Weglänge des auf [a, x] eingeschränkten Weges), und
der Schwerpunkt durch

1
M

∫ b

a
f d`,

wobei f : [a, b]→ L(R,R2) � R2×1, f (t) = ρ(t)γ(t).

Man berechne für den Weg γ : [0, 1] → R2, γ(t) = (t, t2)T , der mit konstanten
Dichte ρ = 1 die Gesamtmasse und den Schwerpunkt.

6. Ist f : D(⊆ C) → C und γ : [a, b] → C ein Weg in C, so ist das komplexe
Wegintegral ∫

γ

f (z) dz



definiert durch das Wegintegral (falls es existiert)
∫

γ

φ(~x)d~x,

wenn wir C mit R2 identifizieren, und wobei φ : D → L(R2,R2) dadurch de-
finiert ist, dass φ(z) genau die lineare Abbildung von R2 nach R2 ist, die die
Mulitplikation mit der komplexen Zahl f (z) darstellt, also:

φ((x, y)T ) =

(
Re( f (z)) − Im( f (z))
Im( f (z)) Re( f (z))

)
.

Daraus folgt unmittelbar, dass

∫

γ

f (z) dz = lim
|R|→0

n(R)∑

j=1

f (γ(α j))(γ(ξ j) − γ(ξ j−1)),

wobei die in der Summe auftretende Multiplikation die zweier komplexer Zahlen
ist.

Man berechene für n ∈ Z ∫

γ

zndz,

wobei γ : [0, φ]→ C, φ = π, 2π mit γ(t) = eit.

7. Man berechne das komplexe Wegintegral
∫
γ

1
z−w dz, wobei γ wie im vorherigen

Beispiel gewählt wird, und |w| , 1.

Hinweis: Ist |w| > 1, so gilt 1
z−w = − 1

w
∑∞

j=0
zn

wn , und ist |w| < 1, so gilt 1
z−w =

1
z
∑∞

j=0
wn

zn .

Man kann aber auch übernächstes Beispiel verwenden!

8. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel zeige man: Ist D = (a, b) × (c, d) und
f : D→ C holomorph und z0 ∈ D fest, so ist auch

F(z) :=
∫

γz

f (z)dz

holomorph. Dabei ist γz : [α, β]→ D irgend ein rektifizierbarer Weg von z0 nach
z. Man zeige weiters, dass F′(z) := limw→z

F(z)−F(w)
z−w = f (z), und dass.

∫
γ

f (z)dz =

falls γ ein geschlossener Weg (γ(α) = γ(β)) ist (Cauchyscher Integralsatz).

Sei nun D ⊆ C offen f : D→ C holomorph und z0 ∈ D fest. Man zeige:

f (z) − f (z0) =

∫

γz

f ′(z)dz

Dabei ist γz irgend ein rektifizierbarer Weg von z0 nach z.

Hinweis: Man betrachte Bsp. 6,7 vom 7-ten Übungsblatt, und beachte, dass
F′(z) ∈ C betrachtet als lineare Abbildung von R2 nach R2 nichts anderes als
dF(z) ist.



9. Sei D := {z ∈ C : z , 0, Re z, Im z ∈ (−r, r)}, C+(C−) = {z ∈ C : Im z > 0 (Im z <
0)} und Cr(Cl) = {z ∈ C : Re z > 0 (Re z < 0)}.
Weiters sei f : D → C stetig, sodass

∫
γ

f (z)dz wegunabhängig ist und zwar für
Wege γ, die ganz in D ∩ Ck liegen, wobei k ∈ {l, r,+,−}.
Man zeige: Wegintegrale

∫
γ

f (z)dz über geschlossene Wege γ : [a, b] → D der
Form γ(t) = eiϕ(t)r(t) (also ϕ(b) − ϕ(a) ∈ 2πZ) berechnen sich durch

ϕ(b) − ϕ(a)
2π

∫

K
f (z)dz,

wobei K der in positiver Richtung durchlaufenen Einheitskreis ist.

Hinweis: Eine möglicher Zugang ist der, zuerst zu zeigen, dass sich das Integral
nicht ändert, wenn man γ(t) = eiϕ(t)r(t) durch eiϕ(t)ρ mit konstanten ρ ersetzt, und
dann die Punkte zu betrachten, wo γ die reelle bzw. imaginäre Achse schneidet.


