Ubungen zu Analysis 2, 11. Ubung

1. Man berechne das Wegintegral fy #(X) dx, wobeiy : [0,1] = R2, y(1) = (V1,1)T
und ¢ : R? > LR%,R) = RP2, ¢((x,y)7) = (", ).

Bemerkung: Dieses Wegintegral schreibt man auch als fy (e*dx + €'dy).

2. Man berechne das Wegintegral fy ¢(X) d¥, wobei y : [0,27] — R3, y() =

(sin(?),cos(®), )T und ¢ : R} — L(R3,R) = R™, o((x,y,2)7) = (x> + 5y +
3yz,5x + 3xz — 2,3xy — 4z).

Bemerkung: Dieses Wegintegral schreibt man auch als L ((x* + 5y + 3yz)dx +
(5x + 3xz—2)dy + Bxy — 42)dz).

3. Ist das Vektorfeld R* — L(R3,R) = R*3, (9,207 = (x+z,x+y+2,x+2)
ein Gradientenfeld? Falls ja, berechne man die Stammfunktion, also ein f, sodass
df = ¢!

4. Man betrachte D = R? \ {0} und ¢ : D — L(R?,R) definiert durch ¢((x,y)") =
Man berechne zunéchst das Wegintegral dieser Funktion {iber den in positiver
Richtung durchlaufenen Einheitskreis (y = (cost,sin#)”, 0 < t < 27)!

Nun zeige man, dass auf D die Bedingung (10.5) aus dem Skriptum erfiillt ist
und zeige, dass es auf der rechten offenen Halbebene R? \ {(x,y)” : x < 0} eine
reellwertige Funktion f € C! gibt, sodass dort df = ¢.

Kann es so eine Funktion f auf ganz D geben?

5. Sei y : [a,b] — R” rektifizierbar und man denke sich den Weg y mit Masse
belegt, sodass an der Stelle ¢ € [a, b] die Dichte (Masse pro Lingeneinheit) p(¢)
ist.

Die Gesamtmasse des Weges berechnet sich durch das Riemann-Stieltjesintegral
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wobei £(x) = {(y|a, x]) (Wegldnge des auf [a, x] eingeschrinkten Weges), und
der Schwerpunkt durch
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wobei f : [a,b] = L(R,R?) = R, f(r) = p(t)y(1).

Man berechne fiir den Weg y : [0, 1] — R2, ¥(f) = (¢,#*)7, der mit konstanten
Dichte p = 1 die Gesamtmasse und den Schwerpunkt.

6. Ist f : D(C C) » Cund vy : [a,b] — C ein Weg in C, so ist das komplexe
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f f2)dz
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definiert durch das Wegintegral (falls es existiert)

f (D,
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wenn wir C mit R? identifizieren, und wobei ¢ : D — L(R? R?) dadurch de-
finiert ist, dass ¢(z) genau die lineare Abbildung von R? nach R? ist, die die
Mulitplikation mit der komplexen Zahl f(z) darstellt, also:

o [Re(f@) —Im(f(2)
H(xy)7) = (Im(f(z)) Re(f(2) )

Daraus folgt unmittelbar, dass
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f, f@)dz = lim ; FO@0E) = 7€),

wobei die in der Summe auftretende Multiplikation die zweier komplexer Zahlen

ist.
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wobei y : [0,¢] = C, ¢ = &, 21 mit y(f) = .

Man berechene fiirn € Z

. 1 . . . .
. Man berechne das komplexe Wegintegral L —,,dz, wobei y wie im vorherigen
Beispiel gewidhlt wird, und |w| # 1.
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Hinweis: Ist [w| > 1, so gilt — = —- 22 &sund ist w] < 1, so gilt — =
1 ¥ wt
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Man kann aber auch tibernichstes Beispiel verwenden!

. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel zeige man: Ist D = (a, b) X (¢, d) und
f : D — C holomorph und zy € D fest, so ist auch

F(2) :=ff(z)dz
Yz

holomorph. Dabei ist y, : [@,8] — D irgend ein rektifizierbarer Weg von zp nach
z. Man zeige weiters, dass F’(z) := lim,,_,, La-Fw) f(z), und dass. L f(@dz =

=w -

falls y ein geschlossener Weg (y(@) = y(B8)) ist (Cauchyscher Integralsatz).
Sei nun D € C offen f : D — C holomorph und zy € D fest. Man zeige:

FQ) - fzo) = f £z
Yz

Dabei ist y, irgend ein rektifizierbarer Weg von zy nach z.

Hinweis: Man betrachte Bsp. 6,7 vom 7-ten Ubungsblatt, und beachte, dass
F’(z) € C betrachtet als lineare Abbildung von R? nach R? nichts anderes als
dF(7) ist.



9. SeiD:={zeC:z2#0, Rez,Imze (-r,r)},C,(C.)={z€eC:Imz>0({mz <
0)}und C,(C)) ={z€ C:Rez>0(Rez<0)}.

Weiters sei f : D — C stetig, sodass fy f(2)dz wegunabhéngig ist und zwar fiir
Wege v, die ganz in D N C; liegen, wobei k € {I,r, +, —}.

Man zeige: Wegintegrale fy f(2)dz iiber geschlossene Wege y : [a,b] — D der
Form y(¢) = *“r(¢) (also ¢(b) — ¢(a) € 2nZ) berechnen sich durch
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wobei K der in positiver Richtung durchlaufenen Einheitskreis ist.

Hinweis: Eine moglicher Zugang ist der, zuerst zu zeigen, dass sich das Integral
nicht dndert, wenn man y(r) = ¢®r(r) durch ¢ mit konstanten p ersetzt, und
dann die Punkte zu betrachten, wo y die reelle bzw. imaginire Achse schneidet.



