
Übungen zu Analysis 2, 12. Übung

Wir wollen den Aufgaben folgende einfache Bemerkung vorausschicken: Um zu
zeigen, dass ein Mengensystem ⊆ P(X) das Axiom (O2) erfüllt, genügt es zu zeigen,
dass der Schnitt je zweier Mengen aus T wieder in T ist, denn das Axiom (O2) folgt
dann leicht durch vollständige Induktion.

1. Man zeige: Ist (X,T ) ein Hausdorffraum und x ∈ X, so gilt immer ∩U∈U(x)U =

{x}. Weiters zeige man, dass {x} ⊆ X abgeschlossen ist.

2. Man betrachte X := {1, 2, 3}, T := {∅, {1}, {1, 2}, X}. Man zeige, dass (X,T )
ein Topologischer Raum ist. Ist er Hausdorffsch? Weiters bestimme man den
Umgebungsfilter und eine möglichst kleine Filterbasis davon um jeden Punkt
x ∈ X.

3. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel zeige man: Jede BasisB der Topologie
T muss schon mit T oder mit {{1}, {1, 2}, X} übereinstimmen. Weiters zeige man:
V ist eine Subbasis von T genau dann wennV ⊇ {{1}, {1, 2}}.

4. Man zeige: Ist (xi)i∈I eine gegen ein x ∈ X konvergentes Netz in einem topolo-
gischen Raum (X,T ), und ist (xi( j)) j∈J ein Teilnetz, so konvergiert auch dieses
Teilnetz gegen x.

Weiters zeige man: Ist M ⊆ X, x ∈ X und B(x) eine Filterbasis des Umgebungs-
filters U(x), so ist x ∈ M ⇔ ∀V ∈ B(x)⇒ V ∩ M , ∅.

5. Sei X = R[0,1] die Menge aller reellwertigen Funktionen mit Definitionsbereich
D = [0, 1]. Wir definieren eine Mengensystem T ⊆ P(X), indem wir sagen:
O ∈ T :⇔ ∀ f ∈ O∃n ∈ N; x1, . . . , xn ∈ D; ε > 0 :

Vx1,...,xn;ε( f ) := {g ∈ X : |g(x j) − f (x j)| < ε, j = 1, . . . , n} ⊆ O.

Man zeige, dass T eine Topologie auf X ist, und dass (X,T ) ein Hausdorffraum
ist.

Bemerkung: Die Tatsache, dass D = [0, 1], ist unwesentlich, aber dient vielleicht
der Anschauung.

6. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel zeige man, dass die Mengen der Bauart
Vx1,...,xn;ε( f ) offen bezüglich dieser Topologie sind, dass diese eine Filterbasis des
Umgebungsfilter von f bilden, und dass ein Netz (gi)i∈I aus X genau dann gegen
ein g ∈ X konvergiert, wenn es punktweise konvergiert, wenn also limi∈I gi(x) =

g(x) für alle x ∈ D.

Bemerkung: Daher spricht man auch von T als der Topologie der punktweisen
Konvergenz.

7. Ein Filter F auf einer Menge M heißt Ultrafilter, wenn er maximal bezüglich der
Inklusion ist, wenn also für jeder Filter G mit G ⊇ F folgt, dass G = F.

Zeigen Sie, dass jeder Filter in einem Ultrafilter enthalten ist.

8. Sei f : M → N eine Funktion, und F ein Filter auf M. Man zeige, dass f (F)
eine Filterbasis eines Filters G auf N ist, und dass G Ultrafilter ist, wenn F ein
solcher ist.



9. Sei M eine dichte Teilmenge von R. Man zeige, dass {(−∞, q) : q ∈ M}∪{(q,∞) :
q ∈ M} eine Subbasis der von der Euklidischen Metrik erzeugten Topologie
(Euklidischen Topologie) ist.


