Ubungen zu Analysis 2, 13. Ubung

. Seien (X, 7) und (¥, 0) Topologische Rdume und sei V eine Subbasis von O.
Man zeige, dass f : X — Y genau dann stetig auf ganz X ist, wenn f~'(V) € T
fiiralle Ve V.

Man zeige weiters: Ist M eine dichte Teilmenge von R (versehen mit der Eukli-
dischen Topologie), so ist f : X — R genau dann stetig, falls alle Mengen der
Bauvart {x € X : f(x) >m}, {x € X : f(x) <m}mitm € M, offen in (X, 7") sind.

. Man sagt, dass ein Topologischer Raum (X, 7") das erste Abzdhlbarkeitsaxiom
(ABI) erfiillt, wenn fiir jeden Punkt der Umgebungsfilter 2(x) eine abzéhlbare
Basis besitz.

Man zeige:

e Jeder metrische Raum erfiillt (ABI).

e Erfiillt (X, 7") das Axiom (ABI), und ist M C X, x € X, so gilt x € M genau
dann, wenn es eine Folge (x,),cn aus M gibt mit lim, .« X, = X.

e Erfiillt (X, 7") das Axiom (ABI), und ist f : X — Y eine Funktion in einen
Topologischen Raum (¥, 0), und ist x € X, so zeige man: f ist stetig im
Punkt x, genau dann wenn fiir jede Folge (x,),cn aus X mit x,, — x folgt,

dass f(x,) = f(x).

. Man zeige, dass der Topologische Raum aus Beispiel 5 nicht das Axiom (ABI)
erfiillt, und damit keine metrische Topologie sein kann.

Hinweis: Man nehme das Gegenteil an, und zeige dass es dann eine Fil-

f € X geben muss. Nun verwende man Beispiel 1 und die Tatsache, dass
Uken{x1(k), . . ., Xy (k)} hOchstens abzihlbar ist.

. Mit der Notation aus Beispiel 5 vom 12. Ubungsblatt sei ¥ : X — [],p R die
Abbildung, die jeder Funktion f € X das Tupel (f(x)).ep zuweist.

Sei []ep R mit der Produkttopologie [],cp & versehen, wobei & die Euklidische
Topologie auf R ist.

Man zeige, dass ¥ ein Homdomorphismus ist.

Bemerkung: Mengentheoretisch sind Tupel ja nichts anderes als Funktionen. Al-
so ist ¥ eigentlich die Identitit. In Hinkunft werden wir daher Tupel und Funk-
tionen meistens identifizieren.

. Sei (¥, 7") ein Topologischer Raum und sei X C Y versehen mit der Spurtopologie
T |x. Man weise nach:

e U C X ist genau dann eine Umgebung eines x € X beziiglich 7 [x, falls
U = X NV fiir eine Umgebung V von x beziiglich 7.

e Ist A C X und ist A der Abschluss von A in (Y, 7), so ist ANnX genau der
Abschluss von A in (X, 7 |x).

o Sei (x;)ie ein Netz in X und x € X. Dann gilt x; — x beziiglich (Y, 7°) genau
dann, wenn x; — x beziiglich (X, 7 |x).



6. Mit der Notation aus Beispiel 5 vom 12. Ubungsblatt sei B(D) die Teilmenge
aller beschrinkten Funktion von X. Also B(D) = {f € X : sup,.p | ()] < +00}.

Sei nun 77 die von der Supremumsmetrik (do(f,g) := sup,p |f() — g(@®)]) er-
zeugte Topologie auf B(D), und sei 7, die Spurtopologie 7|5y, wobei 7~ die
Topologie aus Beispiel 5 vom 12. Ubungsblatt ist.

Man zeige, dass 7 echt feiner als 77 ist.

7. Eine ganz wesentliche Frage in der mengentheoretischen Topologie ist die nach
der Existenz von nicht-konstanten, reellwertigen Funktionen auf einem topolo-
gischen Raum (X, 7).

Eine wesentliche Konstruktion dabei ist die folgende: Sei M ein dichte Teil-

menge von [0, 1], und angenommen O, € 7, r € M, sodass U,eyO, = X und
r<s= 0, CO0;.

Nun sei f : X — R definiert durch
f(x) =inf{r: x € O,,r € M}.

Man zeige zuerst, dass f(x) <t & x € U,,O, und dass f(x) >t & x € U,>,5,C,
und damit dann, dass f stetig ist.

Bemerkung: Diese Aufgabe ist der halbe Weg zum Lemma von Urysohn: In
einem (T4)-Raum sind je zwei disjunkte, abgeschlossene Mengen A, B durch
eine stetige reellwertige Funktion trennbar; d.h. 3 : f : X — [0, 1], stetig mit
f(A) = {0} und f(B) =

Um das einzusehen sei M) = {2A :1=0,...,2% und M = UyM,. Fiir k = 0 sei
Gi = B°und Gy € 7 so,dass A C Gy C G_ B¢ (Die Existenz folgt aus dem
Axiom (T4)).

Sei nun G, definiert fl'ir alle r € M;_;,und s € My \ M;_q, also s = 1 fiir ein

ungerades /. Es folgt & 2k , ];’kl € My_;.Sei G, € T so, dass Gu CcG, C G c G/+|

(Die Existenz folgt wieder aus dem vorausgesetzten Ax1om (T4))

Auf diese Weise erhélt man eine Familie von offenen Mengen, die s, € M;s <
t = G, C G; erfiillt. Setzt man nun O, := G, fiir r < 1 und O = X, so hat man
eine Familie, die mittels f(x) := inf{r : x € O,,r € M} die gewiinschte Funtion
erzeugt.



