—

w

91

Ubungen zu Analysis 2, 14. Ubung

. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ist A, B C X nichtleer, so ist der Abstand von A
und B definiert durch d(A, B) := inf{d(x,y) : x € A,y € B}.

Firxe X, 0 # A C X setzt man d(x,A) := d({x},A).

Man zeige: x € Ao d(x,A) =0,d(x,A) <d(x,y) + d(y,A), sowie die Tatsache,
dass x — d(x, A) eine stetige Abbildung von X nach R ist.

. Man zeige: Sei (X, 7) ein kompakter topologischer Raum und f : X — R stetig.
Dann hat f ein Maximum und ein Minimum

Zeigen Sie weiters: Ist (X, d) ein metrischer Raum und A € X kompakt, so gibt
eseiny € A, sodass d(x,y) = d(x, A).

. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei A C X kompakt und B C X abgeschlos-
sen. Man zeige, dassANB =0 < d(A,B) = 0.

. Man finde in R? zwei abgeschlossene Teilmengen A, B mit d(A, B) = 0.

. Man zeige, dass die Topologie, die von der chordalen Metrik auf CU {co} erzeugt
wird, mit der Topologie iibereinstrimmt, die man erhélt, wenn man C einpunkt-
kompaktifiziert. Dabei ist C mit der euklidischen Topologie versehen.

. Sei D eine Teilmenge des R” und p,q € D (Zur bessern Vorstellung denke man
an den R?). Sind yg,y: : [a,b] — D zwei stetige Wege mit yp(a) = yi(a) =
P, Yo(b) = y1(b) = g, so heillen diese homotop (yy ~ 1), falls es eine stetige
Abbildung

h:[0,1] %X [a,b] - D

gibt, sodass h((0,1)) = yo(?), t € [a,b], falls h((1,1)) = y1(¢), t € [a,b] und falls
h(x,a) = p, h(x,b) = q, x € [0,1].

Man zeige: Die Relation y, *homotop’ vy, ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge aller stetigen Wegen 7y : [a, b] — D von p nach q.

Ausserdem zeige man: Sind yy,y; : [a,b] — D zwei stetige homotope Wege
mit yo(a) = yi(a) = p, yo(b) = y1(b) = g, und ¢o, ¢ : [b,c] — D mit ¢o(b) =
d1(b) = g, ¢o(c) = ¢1(c) = r zwei weitere stetige homotope Wege mit yo(b) =
¢o(b) und y1(b) = ¢1(b), so sind auch yy & ¢p und y; & ¢; homotop.

. Sei p = g € D ein fester Punkt und betrachte die Menge It aller stetigen Wege
v : la,b] = D mit y(a) = y(b) = p (geschlossene Wege).
Sind y,¢ € M, so definieren wir y o ¢ € Nt als den Weg B : [a,b] — D mit
B(®) = ¢la+2(t —a)), 1 € [a, % und B(1) = y(b - 2(b = 1), 1 € [, b].

Man zeige: yo ~ v1, o ~ ¢1 = Yoo do ~ ¥1¢¢P1, und weiters, dass wenn man die
Restklassen G, := M/ ~ mit der Verkniipfung o versieht ([y]. o[¢]. := [yo¢].),
eine Gruppe erhilt.

. Angenommen D habe die Eigenschaft, dass es zu je zwei Punkten x,y € D einen
stetigen Weg gibt, der x mit y verbindet (d.h. D ist wegzusammenhingend).

Man zeige dann, dass fiir p, g € D die Gruppen G, und G, sind isomorph. Man
spricht dann von G := G, als der Fundamentalgruppe von D.



Hinweis: Ist y eine Weg von p nach ¢, so ist y @ (—y) homotop zum konstanten
Weg = g.

Bemerkung: Die Fundamentalgruppe von T ist isomorph zu Z.



